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TE HNI ČKA TE O RI JA PRO STO RNOG ŠTA PA 
- PRO STO RNI SI STE MI
Re zi me
U ovom ra du pri ka za na je te hni čka te o ri ja pro sto-
rnog pra vo li ni jskog šta pa za slu čaj Be rno u li-Eu le ro ve i 
Ti mo še nko ve hi po te ze o ra vnim pre se ci ma. Inte gra lne 
sta ti čke i ki ne ma ti čke je dna či ne šta pa ko na čne du ži ne za 
mo del si la i de fo rma ci o ni mo del te o ri je šta pa da te su u 
po gla vlji ma 2 i 3. Ce ntra lno me sto u ra du či ne je dna či ne 
ra vno te že i jednačine apso lu tnih i re la ti vnih uslo va ko-
mpa ti bi lno sti po me ra nja i obrta nja čvo ro va si ste ma, na 
osno vu ko jih do bi ja mo uvid u nje go vu sta ti čku odre đe-
no st i ki ne ma ti čku sta bi lno st. Ki ne ma ti čki aspe kt sta ti čki 
odre đe nih no sa ča fo rmi ra nih od je dnog i dva kru ta te la 
ana li zi ran je u po gla vlju 6.
Klju ne re či: te o ri ja pro sto rnog šta pa, sta ti čke i ki-
ne ma tčke ne za vi sne ve li či ne, je na či ne ra vno te že, uslo vi 
ko mpa ti bi lno sti, ge ne ra li sa ne ko o rdi na te, kru to te lo, pro-
sto rni si ste mi.
THREE - DIMENSIONAL BEAM 
THEORY - SPACE STRUCTURES 
Abstract
Three-di me si o nal be am the o ry ba sed on Be rno u li-
Eu ler and Ti mo se nko assa mpto i ns is pre se nted in this 
paper. The sta ti ca ly and ki na ma ti ca ly inte gral eqa ti o ns of 
the fi  ni te be am ele me nt are de ve lo ped in cha pther 2 and 
3.The key po i nt is gi ven by the equ a li bri um eqa ti o ns as 
we ll as the di spla ce me nts and ro ta ti o ns no des co mpa ti bi-
li ty co ndi ti o ns of the spa ce be am stru ctu res. Ki ne ma ti cal 
aspe ct of the sta ti ca ly de te mi na ted stru ctu res is exa mi na-
ted in cha pther 6.
Key wo rds: three-di me si o nal be am the o ry, equ a li-
bri um eqa ti o ns,co mpa ti bi li ty co ndi ti o ns, de gre es of fre e-
dom, ri gid bo dy, spa ce stru ctu res.
1. TE HNI ČKA TE O RI JA SA VI JA NJA ŠTA PA
Na sli ci 1 pri ka zan je pra vo li ni jski gre dni štap ik ko-
ji za u zi ma pro i zvo ljan po lo žaj u pro sto ru.Po lo žaj šta pa 
odre đen je u odno su na ne ki iza bra ni glo ba lni de sni De-
ca rtes-ov ko o rdi na tni si stem sa XYZ ko o rdi na ta ma. x osa 
ko ja se po kla pa sa osom šta pa za je dno sa gla vnim osa-
ma ine rci je po pre čnog pre sje ka y, z de fi  ni še lo ka lni ko o-
rdi na tni si stem šta pa, ta ko đe de sne ori je nta ci je. Za na še 
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ana li ze, sve ki ne ma ti čke, de fo rma ci jske i sta ti čke ve li-
či ne šta pa bi će izme re ne u odno su na je dan od ova dva 
ko o rdi na tna si ste ma ili oba.
Iz je dna či na (1.1)1 i (1.1)2 sle di da je
 
 (1.2)
Što sa pre o sta lim je dna či na ma (1.1) na vo di na za klju-
čak 
                                              . (1.3)
Uklju či va njem aksi ja lnog na pre za nja pre tho dne re la-
ci je po sta ju
 (1.4)
pri če mu
 (1.5)
pre dsta vlja ju Be rno u li-je ve ro ta ci je oko z i y ose re-
spe kti vno i po zi ti vne su ako su usme re ne u pra vcu po-
zi ti vne z i y ose, dok je u0 po du žno po me ra nje u te ži štu 
po pre čnog pre se ka.
Ti mo še nko vim gre dnim pri stu pom mo že mo uve sti i 
ko nsta ntno smi ca nje u ra vni ma xy i xz, odno sno γxy = ϕTz, 
γxz = ϕTy.
U tom slu ča ju ro ta ci je po pre čnog pre se ka oko y i z 
osa po sta ju
Slika 1.-
Sle de ći Be rno u li-Eu ler-ov ko nce pt te o ri je sa vi ja nja 
šta pa, ko ji pre tpo sta vlja ra vne pre se ke pre i po sle de fo-
rma ci je za ko mpo ne nta lne de fo rma ci je u ma ko joj ta čki 
šta pa, do bi ja mo
 (1.1)
2. JE DNA ČI NE TE O RI JE ŠTA PA 
Ge ne ra li za ci jom ra va nskog pro ble ma (gre dni ele-
me nt u ra vni) [1], odgo va ra ju će ki ne ma ti čke, sta ti čke i 
de fo rma ci jske je dna či ne pro sto rnog šta pa na pi sa će mo u 
obli ku (slika 2)
 (2.1)
 (2.2)
 (2.3)
Ne po zna te ve li či ne te o ri je šta pa su
 (2.4)
Te o ri ja pro sto rnog gre dnog pra vo li ni jskog šta pa de-
fi  ni sa na je sa 18 ve li či na, 6 ki ne ma ti čkih, 6 de fo rma ci-
 
 (1.6)
Ko ri ste ći re la ci je (1.6) po me ra nje i di la ta ci ju u pra-
vcu ose šta pa na y,z odsto ja nju od te ži šta po pre čnog pre-
se ka izra zi će mo kao
 (1.7)
 
 (1.8)
Re la ci ju (1.8) za pi sa će mo i u obli ku
gde su
 (1.9)
Ti mo še nko ve i Be rno u li-Eu ler-ove pro me ne kri vi na 
u lo ka lnim ra vni ma sa vi ja nja xy i xz, re spe kti vno.
Na da lje, pre tpo sta vi će mo da pri to rzi o nom na pre-
za nju ne do la zi do de pla na ci je (kri vlje nja) po pre čnog 
pre se ka, što ima za po sle di cu da, i pri to rzi ji, po pre čni 
pre se ci osta ju ra vni i ne pro me nje nog obli ka, odno sno po-
du žno po mje ra nje i pri to rzi ji je dna ko je nu li. Po me ra nja 
u ra vni po pre čnog pre se ka usled obrta nja oko po du žne 
ose je dna ka su
 (1.10)
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jskih i 6 sta ti čkih. Pro blem je re šen sa 18 je dna či na od 
ko jih su 12 obi čne li ne a rne di fe re nci ja lne a 6 alge ba rske 
je dna či ne.
Je dna či ne (K) i (S) obzi rom na li ne a ran ka ra kter za-
hte va ju po je dnu inte gra ci o nu ko nsta ntu oda kle sle di da je 
za nji ho vu inte gra ci ju (re še nje) na šta pu ko na čne du ži ne 
po tre bno i do vo ljno po zna va ti 12 inte gra ci o nih ko nsta nti 
od ko jih je 6 ki ne ma ti čkog a 6 sta ti čkog ka ra kte ra. Ove 
ve li či ne su me đu so bno li ne a rno ne za vi sne obzi rom da su 
i po me nu te je dna či ne li ne a rno ne za vi sne oda kle za klju-
ču je mo da je pro blem te o ri je gre dnog pro sto rnog šta pa 
re šen sa 6 sta ti čki i 6 ki ne ma ti čki ne za vi snih ve li či na.
Za sta ti čki ne za vi sne ve li či ne usvo ji će mo aksi ja lnu 
si lu Sik i mo me nt to rzi je Mik šta pa kao i mo me nte sa vi-
Slika 2.-
ja nja na kra je vi ma šta pa Myik, Myki, Mzik, Mzki pri če mu su 
aksi ja lna si la i mo me nt to rzi je šta pa de fi  ni sa ni kao po lu-
zbir no rma lnih si la i to rzi o nih mo me na ta na kra je vi ma 
šta pa, re spe kti vno, tj.
                                                         .
Inte gra ci jom sta ti čkih je dna či na (2. 2) na šta pu ko-
na čne du ži ne lik, za pre se čne si le na kra je vi ma šta pa i u 
pro i zvo ljnom pre se ku c do bi ja mo
 (2.5)
gde je
                                                              ,
odno sno
 (2.6)
i
 
 (2.7)
3.  DE FO RMA CI O NI MO DEL TE O RI JE 
PRO STO RNOG PRA VO LI NI JSKOG ŠTA PA
U de fo rma ci jskom mo de lu te o ri je pra vo li ni jskog šta-
pa za nje go ve ne za vi sne ve li či ne usva ja mo sa mo ve li či ne 
ki ne ma ti čkog ka ra kte ra.
Ko mbi na ci jom ki ne ma ti čkih (K), sta ti čkih (S) i de-
fo rma ci jskih (D) je dna či na sve di fe re nci ja lne je dna či ne 
te o ri je šta pa mo že mo re du ko va ti na ma nji broj je dna či na 
ali vi šeg re da. Na i me ko mbi na ci jom je dna či na (K)1, (S)1 
i (D)1 me mbra nsko na pre za nje šta pa opi sa no je di fe re nci-
ja lnom je dna či nom obli ka
 (3.1)
Na isti na čin, iz (K)6, (S)6 i (D)6 na la zi mo di fe re nci ja-
lnu je dna či nu to rzi je
 (3.2)
Sa vi ja nje u ra vni xz i yz opi su je mo di fe re nci ja lnim 
je dna či na ma ko je na la zi mo ko bi na ci jom izra za (S)4, (S)3, 
(D)2, i (K)2, odno sno
 (3.3)
ili (S)5, (S)3, (D)3, i (K)3
 
 (3.4)
Ako pre tpo sta vi mo ko nsta ntno ili li ne a rno pro me nlji-
vo smi ca nje ϕTz i ϕTy  duž šta pa (što je i na jče šći slu čaj u 
gre dnim te o ri ja ma) pa čak i kva dra tnu pro me nu po me-
nu tih smi ca nja, čla no vi                           u je dna či na ma  i 
išče za va ju pa je dna či ne po sta ju
 (3.5)
pri če mu  Δt  pre dsta vlja te mpe ra tu rni gra di je nt za ko-
ji pre tpo sta vlja mo da je isti u svim pra vci ma. 
La ko se da uo či ti da su di fe re nci ja lne je dna či ne (3.1) 
i (3.2) dru gog a (3.3) i (3.4) če tvrtog re da. Ta ko đe mo že-
mo pri me ti ti da su u svim je dna či na ma ne po zna te fu nkci-
je ki ne ma ti čke ve li či ne u, ϕx, v i w. Dru gim re či ma, ako 
su nam po zna te pro me ne po du žnog po me ra nja, obrta nja 
oko ose šta pa i ugi ba u y i z pra vcu onda su nam po zna te 
i sta ti čke fu nkci je aksi ja lnog Nx, to rzi o nog Mx na pre za nja 
kao i sa vi ja nja oko obe ose My i Mz, re spe kti vno.
Ta ko na pri mer, ako zna mo fu nkci ju ugi ba v(x) onda 
nam je po zna ta i fu nkci ja ϕz(x) odno sno kz(x). Onda iz 
je dna či ne (D)3 na la zi mo fu nkci ju pro me ne mo me nta sa-
vi ja nja Mz(x).
Za odre đi va nje re še nja di fe re nci ja lnih je dna či na 
(3.1), (3.2), (3.3) i  (3.4) po tre bno je po zna va ti uku pno 
12 inte gra ci o nih ko nsta nti, od ko jih su dva po du žna po-
me ra nja (3.1), dva obrta nja oko ose x (3.2), po dva ugi ba 
u y i z pra vcu kao i po dva obrta nja oko y i z ose.
Sho dno to me, mo že mo za klju či ti da je po lje sta ti čkih, 
ki ne ma ti čkih i de fo rma ci jskih ve li či na šta pa je dno zna-
čno odre đe no ako su po zna te sa mo ki ne ma ti čke ve li či ne 
na kra je vi ma šta pa, odno sno
 (3.6)
Za usvo je ne ve li či ne la ko na la zi mo de fo rma ci jske 
ne za vi sne ve li či ne šta pa, odno sno
 (3.7)
S dru ge stra ne, po zna ta nam je ve za izme đu de fo rma-
ci jski ne za vi snih ve li či na šta pa i nje go vog sta ti čkog po-
lja, odno sno
 (3.8)
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11 12
Sva tri ko mpo ne nta lna po me ra nja ui, vi, wi i obrta nje 
oko po du žne ose ϕxi na le vom kra ju, kao i oba po pre čna 
po me ra nja vk, wk na de snom kra ju pre dsta vlja ju po tre ban 
i do vo ljan broj ki ne ma ti čki ne za vi snih ve li či na za odre-
đi va nje ko mpo ne nta lnih po me ra nja i ro ta ci ja u pro i zvo-
ljnoj ta čki ose šta pa.
Inte gra ci jom ki ne ma ti čkih je dna či na (2.1) la ko se 
mo že po ka za ti da je
 (2.8)
odno sno
 (2.9)
gde su
de fo rma ci o ni uglo vi na kra je vi ma šta pa u lo ka lnim 
ra vni ma sa vi ja nja, dok ve li či ne
 
 (2.10)
pre dsta vlja ju kru te ro ta ci je šta pa u istim ra vni ma.
gde su
 (3.12)
ve kto ri de fo rma ci jskih i sta ti čki ne za vi snih ve li či na 
šta pa, dok je ma tri ca  f0  tzv. ba zna ma tri ca fl e ksi bi lno sti 
šta pa. La ko mo že mo uo či ti da su blo ko vi me mbra nskog, 
to rzi o nog kao i na pre za nja sa vi ja nja u obe ra vni me đu so-
bno ra zdvo je ni kao lo gi čna po sle di ca pra vo li ni jske ose 
šta pa.
Inve rzi jom izra za  do bi ja mo
 (3.13)
gde je
 (3.14)
ba zna ma tri ca kru to sti šta pa.
Ako sa o pšti mo sa da šta pu spo lja šnje te re te i te mpe-
ra tu rne uti ca je, nje go ve sta ti čki ne za vi sne ve li či ne odre-
đe ne su kao
 (3.15)
pri če mu ve li či ne
pre dsta vlja ju tzv. go tske mo me nte od opte re će nja i te-
mpe ra tu rnog gra di je nta u lo ka lnim ra vni ma sa vi ja nja xz 
i yz, re spe kti vno.
Ko ri šće njem pre tho dnog izra za i je dna či na (2.5) i 
(2.6) si le na kra je vi ma šta pa izra zi će mo u sle de ćem obli-
ku
 (3.16)
Vra ti mo se sa da sta ti čkom mo de lu te o ri je šta pa i ne-
kim spe ci ja lnim vrsta ma šta po va.
Štap ti pa g
Pro sto rni štap ko ji je na je dnom kra ju kru to ve zan a 
na dru gom zgla vka sto sfe rnim zglo bom pre dsta vlja štap 
ti pa g. Obzi rom da su sva obrta nja ne po sre dno po red 
zglo ba slo bo dna sle di i da su mo me nti sa vi ja nja u ra vni 
xz i yz kao i mo me nt to rzi je je dna ki nu li,
Mygi = Mzgi = Mxgi = 0.
Uvršta va njem ovih sta ti čkih ko ntu rnih uslo va u je-
dna či ne  i  do bi ja mo
 (3.17)
oda kle na la zi mo da je
 (3.18)
Na osno vu pre tho dnih je dna či na la ko mo že mo za-
klju či ti da su kod šta pa ti pa g uglo vi obrta nja ne po sre dno 
po red zglo ba po zna ti ako su po zna ti ugi bi u y i z pra vcu 
na oba kra ja i ako su po zna ta obrta nja na kru to ve za nom 
kra ju. Sho dno to me za klju ču je mo da ve li či ne ϕyg, ϕzg i ϕxg 
ni su ne za vi sne ki ne ma ti čke ve li či ne šta pa ti pa g već su 
li ne a rna ko mbi na ci ja obrta nja ϕxi, ϕyi i ϕzi i ugi ba vi, wi, vg 
i wg. Ja sno je onda da štap ti pa g ima sa mo 9 ki ne ma ti čki 
ne za vi snih ve li či na.
U po gle du mo de la si la te o ri je šta pa, štap ti pa g ima 
sa mo tri sta ti čke ne za vi sne ve li či ne Sig, Myig, i Mzig. Dru-
gim re či ma, po zna va njem ovih ve li či na za za da to opte-
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pri če mu su uve de ne sle de će ozna ke
 (3.9)
odno sno
 (3.10)
Ako pre tpo sta vi mo da na šta pu ne ma ni ka kvih uti ca ja 
(opte re će nje i te mpe ra tu rni uti ca ji) za vi sno st izme đu de-
fo rma ci jskih i sta ti čki ne za vi snih ve li či na uspo sta vlje na 
je na sle de ći na čin,
 
 (3.11)
mo u ge ne ra li sa ne ko o rdi na te gre dnog si ste ma. Sa pra kti-
čnog sta no vi šta ovi šta po vi se mo gu uklo ni ti iz si ste ma a 
opte re će nje sa ta kvih šta po va re du ko va ti na kru to ve za ni 
kraj (čvor).
Sa sta no vi šta mo de la si la te o ri je šta pa, ko nzo lni štap 
je sta ti čki odre đen iz sta ti čkih ko ntu rnih uslo va pre pu sta. 
Ja sno je da ova kvi šta po vi ne ma ju ni je dnu ne po zna tu sta-
ti čki ne za vi snu ve li či nu obzi rom da se ge ne ra li sa ne si le 
na kru to ve za nom kra ju za za da ta ra spo de lje na opte re će-
nja mo gu odre di ti iz ra vno te že ko nzo lnog šta pa, tj.
Za slu čaj šta pa ko ji je na je dnom kra ju kru to ve zan a 
na dru gom ve zan ci li ndri čnim le ži štem broj ge ne ra li sa-
nih ko o rdi na ta ta kvog šta pa je dnak je de set. Na i me, ci li-
ndri čna ve za do zvo lja va po me ra nje u pra vcu ci li ndra kao 
i ro ta ci ju oko ose ci li ndra dok su osta la dva po me ra nja i 
obrta nja spre če na.
Na po me na
U izra zi ma (3.15)4 i (3.15)6 mo me nti sa vi ja nja na kra-
ju k su po zi ti vni ako je nji hov smer obrta nja u sme ru ka-
za ljke na sa tu. U odno su na kla si čnu ko nve nci ju si la ovi 
mo me nti sa vi ja nja su ne ga ti vni pa se u kla si čnim ra zma-
tra nji ma te o ri je šta pa (mo del si la) mo ra ju ta ko i tre ti ra ti.
re će nje je dno zna čno su odre đe ne unu tra šnje si le u svim 
pre se ci ma.
Ko nzo lni štap
Kod ko nzo lnog šta pa sve pre se čne si le u pre se ku pre-
pu sta je dna ke su nu li ili odgo va ra ju ćem ko nce ntri sa nom 
opte re će nju. U slu ča ju ho mo ge nih sta ti čkih ko ntu rnih 
uslo va, odno sno
Nsi = Tysi = Tzsi = Mxsi = Mysi = Mzsi = 0
iz re la ci ja  sle di
 (3.19)
uvo de ći pri to me sle de će ozna ke:
Uvršta va njem izra za (3.19)3,4 u izra ze (3.18)1,2 obrta-
nja na pre pu stu po sta ju fu kci ja obrta nja i ugi ba na kru-
to ve za nom kra ju. Na taj na čin mo že mo za klju či ti da su 
ge ne ra li sa ne ko o rdi na te pre pu sta (po me ra nja i obrta nja) 
li ne a rna ko mbi na ci ja ge ne ra li sa nih ko o rdi na ta kru to ve-
za nog kra ja i opte re će nja na šta pu. Sho dno to me sle di da 
ove ve li či ne ni su ne za vi sne i ne po zna te te ih i ne ubra ja-
4.  STA TI ČKA KLA SI FI KA CI JA PRO STO RNIH 
LI NI JSKIH SI STE MA  
Sva ki spo lja šnji ele me nt no sa ča uno si u si stem re a kti-
vno ko nce ntri sa no opte re će nje ko je pre dsta vlja re a kci ju 
oslo nca ili ukle šte nja usled spo lja šnjih uti ca ja. Nji hov 
uku pan broj u no sa ču je dnak je
 (4.1)
Za po zna te re a kci je spo lja šnjih ele me na ta naš si stem 
ne pre dsta vlja ni šta dru go do si stem šta po va i kru tih 
uglo va. U ta kvom si ste mu ne po zna te sta ti čke ve li či ne su 
za pra vo sta ti čki ne za vi sne ve li či ne šta po va. 
Aksi ja lnih ne po zna tih si la šta po va kao i ne po zna tih 
to rzi o nih mo me na ta ima ono li ko ko li ko ima aksi ja lno i 
to rzi o no kru tih šta po va, odno sno
 (4.2)
U aksi ja lno kru te šta po ve ubra ja mo one kod ko jih je 
aksi ja lna si la kao sta ti čki ne za vi sna ve li či na ne po zna tog 
ka ra kte ra, odno sno ne mo že se odre di ti iz ra vno te že šta-
pa. Na po tpu no ana lo gan na čin pre bro ja va mo i to rzi o-
no kru te šta po ve, odno sno to su šta po vi gde se sta ti čki 
ne za vi sni to rzi o ni mo me nt ne mo že odre di ti iz nje go ve 
ra vno te že. Ja sno je oda vde da ko nzo lni šta po vi ni su ni 
aksi ja lno ni to rzi o no kru ti. Ta ko đe i šta po ve ko ji su na 
je dnom kra ju kru to ve za ni a na dru gom zgla vka sto, sfe-
rnim ili ci li ndri čnim zglo bom, ne ubra ja mo u gru pu to-
rzi o no kru tih šta po va obzi rom da se kod ta kvih šta po va 
to rzi o ni mo me nt Mig mo že odre di ti iz ra vno te že šta pa.
Broj pre o sta lih sta ti čki ne za vi snih ve li či na šta po va 
je dnak je bro ju mo me na ta sa vi ja nja na kra je vi ma kru to 
ve za nih šta po va. Ove mo me nte sa vi ja nja u ce lo ku pnom 
no sa ču pre bro ja će mo pre ko kru tih uglo va  i gru pa kru tih 
uglo va si ste ma. Ka ko je broj kru tih uglo va za je dan ma-
nji od bro ja kru to ve za nih šta po va u po sma tra nom čvo ru, 
sle di da je uku pan broj ne po zna tih mo me na ta sa vi ja nja 
za po sma tra ni čvor je dnak dvo stru kom bro ju kru tih uglo-
va uve ćan za dva. Ima ju ći na umu da u je dnom čvo ru 
mo že po sto ja ti vi še gru pa kru tih uglo va ko je su me đu so-
bno po ve za ne sfe rnim zglo bom pre tho dno pre bro ja va nje 
mo me na ta sa vi ja nja tre ba pro ši ri ti na broj gru pa kru tih 
uglo va.
U skla du sa pre tho dnom ana li zom, uku pan broj ne-
po zna tih mo me na ta na kra je vi ma šta po va u ce lo ku pnom 
no sa ču odre đen je sa
 (4.3)
gde su zk  i m broj kru tih uglo va i gru pa kru tih uglo va 
u no sa ču. 
Na osno vu izra za (4.1) - (4.3) uku pan broj sta ti čki ne-
po zna tih ve li či na odre di će mo zbi rom
Σsn = zo + zu + zaš + ztš + 2zk + 2m (4.4)
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sko na čno ma log po lu pre čni ka ise ći će mo sve čvo ro ve si-
ste ma. Ta kvim ise ca njem iz si ste ma izdva ja mo čvor kao 
ma te ri ja lnu ta čku i di fe re nci ja lne ele me nte svih šta po va 
ve za nih u tom čvo ru. Ova kvom de ko mpo zi ci jom od ce-
lo ku pnog si ste ma pre o sta ju sa mo šta po vi ko na čne du ži ne 
či je je de jstvo u no sa ču već pre ne se no u čvo ro ve si ste ma 
te se sto ga mo gu i odba ci ti.
Ka ko sva ki čvor sa svo jom di fe re nci ja lnom oko li nom 
u ki ne ma ti čkom po gle du pre dsta vlja kru to te lo u pro sto-
ru, sle di da i za nje ga mo ra ju va ži ti nje go vi uslo vi ra vno-
te že. Ovi uslo vi ra vno te že su me đu so bno li ne a rno ne za-
vi sni obzi rom da se ispi su ju za sva ki čvor po na o sob.
U sva kom čvo ru mo že mo po sta vi ti tri ska la rna uslo va 
ra vno te že o nu ltoj vre dno sti ko mpo ne na ta gla vnog ve-
kto ra si la u čvo ru u tri ne ko li ne a rna pra vca (na jče šće glo-
ba lnim XYZ) u ci lju eli mi na ci je nje go vih kru tih tra nsla ci-
ja. Ta ko đe za sva ku gru pu kru tih uglo va mo ra mo po sta-
vi ti tri uslo va ra vno te že o nu ltoj vre dno sti ko mpo ne na ta 
gla vnog mo me nta ve kto ra si la čvo ra oko tri ne ko li ne a rna 
pra vca ko ji ma se spre ča va ju nji ho ve kru te ro ta ci je. Ove 
uslo ve tre ba po sta vi ti i na ukle šte nim kra je vi ma po je di-
na čnih šta po va.
Za čvor u ko me su sa mo zgla vka sto ve za ni šta po vi 
uslov o nu ltoj vre dno sti mo me na ta ide nti čki je za do vo-
ljen. Na i me, ako je ko o rdi na tni po če tak si ste ma u čvo ru 
onda su ovi uslo vi tri vi ja lni (0=0) dok za dru ga či je ko-
o rdi na tne si ste me ovi uslo vi pre dsta vlja ju li ne a rnu ko-
mbi na ci ju uslo va po si la ma. Oda vde sle di da su za ta kve 
Sve ove ve li či ne su me đu so bno li ne a rno ne za vi sne i 
pre dsta vlja ju re a kti vna ko nce ntri sa na opte re će nja na no-
sa ču kao i sta ti čki ne za vi sne ve li či ne šta po va. Za nji ho vo 
odre đi va nje na ra spo la ga nju su nam uslo vi ra vno te že. Iz 
me ha ni ke kru tog te la po zna to nam je da se za je dno kru to 
te lo u pro sto ru mo že ispi sa ti be sko na čno mno go uslo va 
ra vno te že od ko jih su sa mo še st me đu so bno li ne a rno ne-
za vi sni, dok su svi osta li nji ho va li ne a rna ko mbi na ci ja. 
Obzi rom da su sta ti čki ne po zna te ve li či ne li ne a rno ne-
za vi sne to se za nji ho vo odre đi va nje za hte va ju ta ko đe 
ne za vi sni uslo vi ra vno te že. Naš za da tak je sto ga da pre-
bro ji mo uku pan broj ne za vi snih uslo vnih ra vno te žnih je-
dna či na u no sa ču.
De ko mpo zi ci ja si ste ma na kru ta te la u pro sto ru i 
pre bro ja va nje ne za vi snih uslo va ra vno te že u skla du sa 
bro jem kru tih te la sva ka ko ni je do bar na čin. Ra zlog le ži 
u to me što se pri ta kvom na či nu kao sta ti čki ne po zna-
te ve li či ne ja vlja ju re a kci je ve za u zglo bo vi ma ve za nih 
kru tih te la a što ni je u skla du sa izlo že nom te o ri jom šta-
pa i si ste ma. Osim to ga, po je di na kru ta te la mo gu bi ti 
unu tra šnje vi še stru ko sta bi lna oda kle sle di da je po zna-
va nje re a kci ja ve za sa dru gim kru tim te li ma ne do vo ljno 
za nji ho vo re ša va nje. S dru ge stra ne i ce lo ku pan si stem 
za do vo lja va uslo ve ra vno te že kru tog te la u pro sto ru što 
uno si vi šak je dna či na u odno su na broj kru tih te la si ste-
ma, pri če mu se onda po sta vlja pro blem ko je su od ovih 
je dna či na ne za vi sne.
Iz tih ra zlo ga de ko mpo zi ci ju na še ga si ste ma izvrši-
će mo na sle de ći na čin. Na i me, kru žnim pre se ci ma be-
čvo ro ve kru te ro ta ci je spre če ne ako su im spre če ne kru te 
tra nsla ci je.
Na osno vu pre tho dne ana li ze za klju ču je mo da je uku-
pan broj ne za vi snih uslo va ra vno te že si ste ma je dnak
Σur = 3k + 3m + zu (4.5)
Upo re đi va njem izra za (4.4) i (4.5), odno sno
Σsn = zo + zu + zaš  + ztš + 2zk  + 2m    3k + 3m + = Σur
ili
zo + zu + zaš  + ztš + 2zk     3k + m (4.6)
mo že mo ko nsta to va ti sle de će:
Ako je broj sta ti čki ne po zna tih ve li či na si ste ma je-
dnak bro ju nje go vih uslo va ra vno te že onda je si stem 
sta ti čki odre đen. U slu ča ju ka da ima mo vi še ne po zna tih 
ne go uslo va ra vno te že  na ra spo la ga nju si stem je sta ti čki 
ne o dre đen dok je u pro ti vnom sta ti čki pre o dre đen.
5. KI NE MA TI ČKA KLA SI FI KA CI JA NO SA ČA 
5.1  Uslo vi ko mpa ti bi lno sti po me ra nja i obrta nja 
čvo ro va
Na osno vu zna nja iz ki ne ma ti ke si ste ma ma te ri ja lnih 
ta ča ka [2,3] la ko mo že mo za klju či ti da li ni jski no sa či ne 
pre dsta vlja ju ni šta dru go do si stem ma te ri ja lnih ta ča ka 
sa ho lo no mnim ve za ma. Ho lo no mne ve ze ma te ri ja lnih 
ta ča ka pre dsta vlja ju šta po vi i kru ti uglo vi a ma te ri ja lne 
ta čke čvo ro vi si ste ma. Šta po vi su ne sta ci o na rne ho lo-
no mne ve ze obzi rom da se mo gu skra ći va ti i izdu ži va ti 
usled aksi ja lnog na pre za nja, dok su kru ti uglo vi nji ho-
ve sta ci o na rne ve ze. Na i me uglo vi izme đu kru to ve za nih 
šta po va u čvo ru osta ju ne pro me nje ni sa vre me nom (de-
fo rma ci jom).
Za ra zli ku od ra va nskih li ni jskih no sa ča gde su sa mo 
dve ge ne ra li sa ne ko o rdi na te ma te ri ja lne ta čke (čvo ra) 
ko je pre dsta vlja ju dva ne za vi sna po me ra nja čvo ra (na-
jče šće ho ri zo nta lno i ve rti ka lno po me ra nje) do vo ljne da 
opi šu nje go vu ki ne ma ti ku, kod pro sto rnih no sa ča to ni je 
slu čaj.
Za pra vo, kod pro sto rnih li ni jskih si ste ma tri ko mpo-
ne nta lna po me ra nja su do vo ljna da opi šu sa mo ki ne ma-
ti ku čvo ra kao ma te ri ja lne ta čke ali ne i ki ne ma ti ku di fe-
re nci ja lne oko li ne oko čvo ra. Iz tih ra zlo ga po tre bno je 
uve sti i ve ktor ro ta ci je čvo ra kao nje go vu ge ne ra li sa nu 
ko o rdi na tu. Mo že mo sa da po sta vi ti kra jnje je dno sta vno 
pi ta nje: ‘Za što ro ta ci ja čvo ra ne pre dsta vlja ge ne ra li sa nu 
ko o rdi na tu u slu ča ju ra va nskih li ni jskih no sa ča?’ Odgo-
vor na la zi mo u či nje ni ci da su sve ro ta ci je čvo ro va ta kvih 
si ste ma ko li ne a rni ve kto ri u pra vcu no rma le na ra van no-
sa ča. Dru gim re či ma, di fe re nci ja lni ele me nti šta po va ne-
po sre dno po red čvo ra de fo rmi šu se u ra vni no sa ča.
Za ra zli ku od njih kod pro sto rni no sa ča osta je ne o dre-
đe na osa oko ko je se obrću di fe re nci ja lni ele me nti šta po-
va ve za nih u po sma tra nom čvo ru. Po lo žaj ose odre đen je 
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pri če mu ozna ke u*, v* i w* pre dsta vlja ju ko mpo ne nta-
lna po me ra nja kra je va šta pa izra že na u odno su na glo ba-
lni ko o rdi na tni si stem XYZ.
Ra zli ku obrta nja kra je va šta pa oko po du žne (lo ka lne 
x) ose ta ko đe mo že mo izra zi ti kao
ili u glo ba lnom si ste mu za pi sa no
 (5.2)
Oču va nje kru tih uglo va izme đu šta po va obe zbe đe no 
je istim ve kto rom ro ta ci je svih šta po va kru to ve za nih u 
po sma tra nom čvo ru. Ovaj uslov za do vo ljen je  izra ža va-
njem  de fo rma ci o nih uglo va na kra je vi ma ta kvih šta po va 
pre ko istog ve kto ra ro ta ci je u čvo ru, odno sno 
ili
 
 (5.3)
Ska la ri aij (i,j=1,2,3 ) u izra zi ma (5.1)-(5.3) pre dsta-
vlja ju ko mpo ne nte ma tri ce tra nsfo rma ci je lo ka lnog ve-
kto ra po me ra nja          (u,v,w) i obrta nja           (fx,fy,fz) na 
glo ba lni si stem ko o rdi na ta         (u*,v*,w*) i        (fX,fY,fZ), 
po zna va njem pra vca ali ne i inte nzi te ta ve kto ra ro ta ci je. 
S dru ge stra ne, po zna va njem ko mpo ne nti ve kto ra ro ta ci-
je u odno su na ne ki glo ba lni De ca rtes-ov tri je dar po znat 
je i pra vac ve kto ra a sa mim tim i osa oko ko je se vrši 
ro ta ci ja čvo ra. U skla du sa tim broj ge ne ra li sa nih ko o rdi-
na ta čvo ra si ste ma mo že mo pro ši ri ti na še st pri če mu su 
sve one ska la rne ve li či ne.
re spe kti vno i ne pre dsta vlja ju ni šta dru go do ko si nu se 
uglo va izme đu lo ka lnih x,y,z i glo ba lnih X,Y,Z ko o rdi na-
ta, odno sno
 (5.5) 
gde je      
ma tri ca tra nsfo rma ci je.
U čvo ro vi ma gde po sto ji vi še od je dne gru pe kru tih 
uglo va za sva ki štap iz sva ke gru pe kru tih uglo va mo že-
mo ispi sa ti uslo ve (5.2) i (5.3). Pri to me tre ba ima ti na 
umu da sva ka gru pa kru tih uglo va ne za vi sno ro ti ra od 
pre sta lih što ima za po sle di cu da sva koj gru pi kru tih uglo-
va odgo va ra ra zli čit ve ktor ro ta ci je. Na taj na čin u ta kvim 
čvo ro vi ma osim tri ko mpo ne nta lna po me ra nja po tre bno 
je po zna va ti i po tri ko mpo ne nte ve kto ra ro ta ci je sva ke 
gru pe kru tih uglo va. Kao re zu ltat to ga uku pan broj ge ne-
ra li sa nih ko o rdi na ta ta kvih čvo ro va je dnak je tro stru kom 
bro ju gru pa kru tih uglo va uve ćan za tri. Obzi rom da je 
uku pan broj kru to ve za nih šta po va u ta kvim čvo ro vi ma 
je dnak bro ju kru tih uglo va i gru pa kru tih uglo va sle di da 
je nji hov dvo stru ki broj uku pan broj uslo va ko mpa ti bi-
lno sti (5.3) ko je mo že mo ispi sa ti za ceo no sač.
Za ko nzo lne šta po ve na slo bo dnom kra ju kao i kra je-
vi ma zgla vka sto ve za nih šta po va ta ko đe mo že mo na pi-
sa ti uslo ve ko mpa ti bi lno sti (5.2) i (5.3). Iz tih je dna či na 
mo gu se odre di ti uglo vi obrta nja na pre pu stu i zgla vka sto 
ve za nim kra je vi ma šta pa. Me đu tim ni je te ško po ka za ti 
da ova obrta nja ne pre dsta vlja ju ge ne ra li sa ne ko o rdi na te 
čvo ro va gre dnih no sa ča obzi rom da se mo gu odre di ti iz 
sta ti čkih ko ntu rnih uslo va da su mo me nt to rzi je i mo me-
nti sa vi ja nja je dna ki nu li. Dru gim re či ma ova obrta nja 
ni su ne za vi sne ve li či ne (ko o rdi na te) obzi rom da se iz po-
me nu tih ko ntu rnih sta ti čkih uslo va mo gu pre dsta vi ti kao 
li ne a rna ko mbi na ci ja pre o sta lih ko o rdi na ta šta pa. Sa gla-
sno to me ta kve ve kto re (li ne a rno za vi sne) i ne ubra ja-
mo u ge ne ra li sa ne ko o rdi na te čvo ro va si ste ma. Ta ko đe 
i ko mpo ne nta lna po me ra nja pre pu sta ko nzo lnih šta po va 
mo gu bi ti eli mi ni sa na i izra že na u fu nkci ji ge ne ra li sa nih 
ko o rdi na ta kru to ve za nog kra ja. Na taj na čin, a što je već 
po ka za no ra ni je, ko nzo lni šta po vi mo gu bi ti uklo nje ni iz 
si ste ma i sa sta no vi šta sta ti čke i ki ne ma ti čke ana li ze.
Spo lja šnji ele me nti no sa ča, oslo nci i ukle šte nja, uspo-
sta vlja ju ve ze izme đu izme đu si ste ma i sre di ne u ko joj se 
si stem na la zi. Sva ki spo lja šnji ele me nt uno si re a kti vno 
ko nce ntri sa no opte re će nje na si stem, a sa ki ne ma ti čkog 
sta no vi šta odgo va ra ju ći ki ne ma ti čki ho mo gen ili ne ho-
mo gen gra ni čni uslov. Sva ki od ovih uslo va odre đu je 
vre dno st odgo va ra ju će ge ne ra li sa ne ko o rdi na te li ni jskog 
no sa ča,
 (5.4)
gde su αο, β ο i γ ο uglo vi ko je pra vac osla nja nja za kla pa 
sa osa ma glo ba lnog tri je dra, dok je coi za da to po me ra nje 
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Slika 3.-
Ka ko je pro me na du ži ne ose  šta pa je dna ka   
sle di da sva kom šta pu mo že mo pri dru ži ti uslov ko-
mpa ti bi lno sti obli ka
 (5.1)
Kao re zu ltat to ga uku pan broj uslo va ko mpa ti bi lno sti 
(5.2) ko ji se mo gu ispi sa ti za no sač je dnak je ra zli ci bro ja 
šta po va no sa ča i zbi ra to rzi o nih uklje šte nja, šta po va ti pa 
g  zgs i ko nzo lnih šta po va  zps, tj., 
ztš = zš  − (zut + zgš + zpš)
Ni je te ško pri me ti ti da su je dna či ne (5.1)-(5.6) li ne-
a rne alge ba rske je dna či ne po ne po zna tim po me ra nji ma i 
obrta nji ma čvo ro va si ste ma. De sne stra ne, odno sno nji-
ho vi slo bo dni čla no vi, pre dsta vlja ju de fo rma ci je šta po-
va kao i za da ta po me ra nja oslo na ca obrta nja ukle šte nja. 
Su mi ra njem ovih je dna či na sa je dne, i bro ja ne za vi snih 
po me ra nja i obrta nja čvo ro va si ste ma sa dru ge stra ne, 
odno sno
 (5.7)
mo že mo izve sti odgo va ra ju će za klju čke o si ste mu.
Na i me, ako su sve je dna či ne - me đu so bno li ne a rno 
ne za vi sne i ako je nji hov broj je dnak bro ju ge ne ra li sa nih 
ko o rdi na ta si ste ma, tj.
onda je si stem ki ne ma ti čki pro sto sta bi lan. Za ta kve 
si ste me ako su po zna te de fo rma ci je šta po va, a ona je po-
zna ta ako je po zna ta nji ho va sta ti ka, iz je dna či na - je dno-
zna čno se mo gu odre di ti ko mpo ne nta lna po me ra nja svih 
čvo ro va kao i nji ho va obrta nja. Uslov da su je dna či ne 
uslo va ko mpa ti bi lno sti me đu so bno li ne a rno ne za vi sne 
oslo nca. U slu ča ju ho mo ge nih gra ni čnih uslo va coi = 0. 
Sva kom oslo ncu no sa ča mo že mo pri dru ži ti uslov (5.4) 
pa je nji hov uku pan broj je dnak bro ju oslo na ca. Što se 
ti če ukle šte nja, uslov ko mpa ti bi lno sti ima oblik
   (5.5)
pri če mu αu, βu, γ u  pre dsta vlja ju uglo ve ko je ukle-
šte nje, odno sno ve kto rski pra vac spre če ne ili do zvo lje ne 
ro ta ci je za kla pa sa glo ba lnim X, Y, Z osa ma. cui  je za da to 
obrta nje po pre čnog pre se ka. Broj ta kvih uslo va ko mpa ti-
bi lno sti (5.5) u ce lo ku pnom no sa ču je dnak je bro ju ukle-
šte nja. 
Uslo ve ko mpa ti bi lno sti po osno vu uklje šte nja (uklje-
šte ni pre se ci na kra je vi ma šta po va)  (5.5) u skla du sa de-
fi  ni ci ja ma re la ti vne pro me ne to rzi o nog obrta nja šta pa  i 
de fo rma ci o nih uglo va u lo ka lnim ra vni ma sa vi ja nja izra-
zi će mo u  obli ku
 
 (5.6)
pri če mu zut  i  zus  pre dsta vlja ju uku pan broj to rzi o nih 
i uklje šte nja sa vi ja nja u no sa ču ta ko da je zut  +  zus  = zu. 
Je dno sta vnim uvi dom u izraz (5.6) la ko se da uo či ti 
da on izra ža va isti to rzi o ni uslov ko mpa ti bi lno sti kao i 
(5.2) pri če mu je obrta nje na kra ju i  šta pa  ik je dna ko.
obe zbe đen je re gu la rnom ma tri com si ste ma je dna či na či-
ja je det D ≠ 0.
Ako je broj ne za vi snih uslo va ko mpa ti bi lno sti ve-
ći od bro ja ne za vi snih ge ne ra li sa nih ko o rdi na ta si ste ma 
onda je no sač ki ne ma ti čki vi še stru ko sta bi lan. Iz ta kvog 
si ste ma mo že mo uklo ni ti n ele me na ta, i spo lja šnjih i 
unu tra šnjih, tj.
a da si stem i da lje bu de no sač, odno sno pro sto sta bi-
lan. U su pro tnom, ka da je
reč je o ki ne ma ti čki la bi lnom si ste mu, odno sno me-
ha ni zmu.
Na kra ju ovog ode ljka mo že mo pri me ti ti da za pro-
sto rne si ste me u po gle du sta ti čke i ki ne ma ti čke kla si fi  ka-
ci je va že isti za klju čci kao i za ra va nske li ni jske. Na i me, 
ki ne ma ti čki pro sto sta bi lni si ste mi su sta ti čki odre đe ni, 
vi še stru ko sta bi lni sta ti čki ne o dre đe ni dok me ha ni zmi či-
ne gru pu sta ti čki pre o dre đe nih si ste ma. Zna ča jnu ra zli ku 
u odno su na ra vnske no sa če či ni po dje dnak broj sta ti čki 
ne po zna tih ve li či na i uslo va ko mpa ti bi lno sti sa je dne i 
je dna či na ra vno te že čvo ro va i ge ne ra li snih ko o rdi na ta si-
ste ma sa dru ge stra ne. Ova kav odnos sta ti čkih i ki ne ma-
ti čkih ve li či na i je dna či na pro sto rnih si ste ma re zu ltat je 
svrsta va nja i ko mpo ne nta lnih ro ta ci ja gru pa kru tih uglo-
va u nji ho ve ge ne ra li sa ne ko o rdi na te.              
5.2  Re la ti vni uslo vi ko mpa ti bi lno sti – po jam kru tog 
te la u pro sto ru
Uslo ve ko mpa ti bi lno sti (5.1)-(5.6) mo že mo zva ti 
i apso lu tni uslo vi ko mpa ti bi lno sti, obzi rom da se iz tih 
je dna či na za po zna te de fo rma ci je šta po va je dno zna čno 
odre đu ju apso lu tna po me ra nja i obrta nja čvo ro va si ste-
ma. Vre dno sti apso lu tnih po me ra nja i obrta nja, odno sno 
vre dno sti ge ne ra li sa nih ko o rdi na ta no sa ča izme re ne su 
u odno su na fi  ksni glo ba lni De ca rtes-ov ko o rdi na tni si-
stem.
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Slika 4.-
ra van ,x y  i usme re na u skla du sa de snom ori je nta ci jom 
tri je dra.
Pri to me tre ba na gla si ti da je osa x  ve za na za štap 
1-2 i kre će se za je dno sa njim, dok je y  osa uvek u ra vni 
čvo ro va 1, 2 i 3 ne za vi sno od ki ne ma ti ke ovih čvo ro va. 
Ja sno je sa da da su po me ra nja i obrta nja čvo ro va po sma-
tra nog si ste ma u odno su na ova kav ko o rdi na tni si stem 
re la ti vnog ka ra kte ra, pa se ta ko i zo vu. Naš ko o rdi na tni 
si stem je ve zan za čvor 1 (ko o rdi na tni po če tak) i po me ra 
se za je dno sa njim.
U skla du sa ova kvim si ste mom re fe re nci je ne ka ko-
mpo ne nta lna po me ra nja su po zna ta, tj. je dna ka su nu li
Ima ju ći na umu pre tho dnu ko nsta ta ci ju odmah mo-
že mo za klju či ti da je uku pan broj ne po zna tih re la ti vnih 
ko mpo ne nti po me ra nja i obrta nja je dnak
S dru ge stra ne, broj re la ti vnih uslo va ko mpa ti bi lno sti 
obli ka - ko ji se mo gu ispi sa ti za si stem je dnak je
Ako je Σruk je dna ka Σrgk, tj.
 (5.8)
onda za ta kav si stem ka že mo da je unu tra šnje ki ne-
ma ti čki pro sto sta bi lan. det D1 ≠  0 obe zbe đu je uslov da 
Ako uklo ni mo iz no sa ča sve nje go ve spo lja šnje ele-
me nte (oslo nce i ukle šte nja) onda od si ste ma osta ju sa mo 
nje go vi unu tra šnji ele me nti, šta po vi i kru ti uglo vi. Po sta-
vlja se sa da pi ta nje da li uslo ve ko mpa ti bi lno sti ve za ne 
za šta po ve i kru te uglo ve mo že mo izra zi ti pre ko ko mpo-
ne nta lnih po me ra nja i obrta nja čvo ro va. Ima ju ći na umu 
da su ta kvom si ste mu, bez oslo na ca i ukle šte nja, slo bo-
dne sve kru te tra nsla ci je i ro ta ci je, ja sno je onda da ni je 
mo gu će odre di ti apso lu tna po me ra nja i obrta nja nje go vih 
čvo ro va, obzi rom da ne po zna je mo vre dno sti kru tih tra-
nsla ci ja i ro ta ci ja.
Pri to me tre ba na gla si ti da sva ki si stem šta po va i kru-
tih uglo va bez spo lja šnjih ele me na ta pre dsta vlja la bi lnu 
ko nfi  gu ra ci ju čvo ro va. To zna či da se čvo ro vi ta kvog si-
ste ma mo gu po me ra ti i obrta ti bez de fo rma ci je šta po va. 
Me đu tim, naš za da tak je ste da de fo rma ci jski ne za vi sne 
ve li či ne šta po va (Δlik, Δϕxik, τyik, τzik, τyki, τzki), sta bi lnog 
no sa ča usled za da tih spo lja šnjih uti ca ja izra zi mo pre ko 
ge ne ra li sa nih ko o rdi na ta si ste ma u odsu stvu nje go vih 
spo lja šnjih ele me na ta.
Ne po zna va nje kru tih tra nsla ci ja i ro ta ci ja eli mi ni sa-
će mo usva ja njem ne kog re la ti vnog ko o rdi na tnog si ste ma 
re fe re nci je. Za de fi  ni sa nje pro sto rnog re la ti vnog tri je dra 
po tre bna su nam dva šta pa si ste ma (sli ka 4). Lo ka lnu osu 
bi lo ko jeg šta pa, pre tpo sta vi će mo šta pa 1-2, usvo ji će mo 
za x  osu re la ti vnog tri je dra. Ka ko čvo ro vi 1, 2 i 3 le že 
u istoj ra vni za y  osu usva ja mo osu ko ja je upra vna na 
x  i le ži u ra vni čvo ro va 1, 2 i 3. z  osa je upra vna na 
su svi re la ti vni uslo vi ko mpa ti bi lno sti me đu so bno li ne a-
rno ne za vi sni.
Re la ci ju  mo že mo za pi sa ti i u obli ku
 (5.9)
oda kle sle di da je ra zli ka izme đu bro ja re la ti vnih ge-
ne ra li sa nih ko o rdi na ta i uslo va ko mpa ti bi lno sti je dna ka 
še st. Ka ko sva ki uslov ko mpa ti bi lno sti uki da po je dnu re-
la ti vnu ge ne ra li sa nu ko o rdi na tu si ste ma šta po va i kru tih 
uglo va za klju ču je mo da su še st ge ne ra li sa nih ko o rdi na ta 
osta le slo bo dne. 
Ovih še st ge ne ra li sa nih ko o rdi na ta ra zli či tih od nu le 
mo gu se ostva ri va ti sa mo u fo rmi ce li ne i ne pre dsta vlja-
ju ni šta dru go do ste pe ne slo bo de po me ra nja kru tog te la 
u pro sto ru. Sto ga, de fi  ni ti vno mo že mo za klju či ti da sva ki 
si stem šta po va i kru tih uglo va ko ji je unu tra šnje ki ne ma-
ti čki pro sto sta bi lan u ki ne ma ti čkom po gle du pre dsta vlja 
kru to te lo u pro sto ru.Ovaj za klju čak je od po se bnog zna-
ča ja u te o ri ji pro sto rnih li ni jskih si ste ma jer omo gu ća va 
nje go vu de ko mpo zi ci ju na kru ta te la pri če mu za sva ko 
od njih mo že mo na pi sa ti še st ne za vi snih uslo va ra vno-
te že.
Ako je u re la ci ji (5.8) znak ve će onda je ta kav si stem 
unu tra šnje vi še stru ko sta bi lan dok je u pro ti vnom (znak 
ma nje) reč o unu tra šnje la bi lnom si ste mu. Kao i kod ra-
va nskih li ni jskih no sa ča unu tra šnje la bi lni pro sto rni si-
ste mi mo gu bi ti no sa či ako su opšte bar ki ne ma ti čki pro-
sto sta bi lni. Ka da je reč o sta ti čki odre đe nim pro sto rnim 
no sa či ma, ko ji ne pre dsta vlja ju ni šta dru go do skup zgla-
vka sto ve za nih kru tih te la, ja sno je da su ta kvi si ste mi 
unu tra šnje ki ne ma ti čki la bi lni.
5.3 Spo lja šnja ki ne ma ti čka sta bi lno st
U si ste mu sa sta vlje nom od zt  kru tih te la egzi sti ra 6zt 
kru tih ste pe ni slo bo de po me ra nja, odno sno 6zt ge ne ra li-
sa nih ko o rdi na ta kru tih te la u pro sto ru. Pre tpo sta vi mo sa-
da da su sva kru ta te la me đu so bno ve za na sfe rnim zglo-
bo vi ma i da u sva kom čvo ru u ko me je zgla vka sto ve za no 
n kru tih te la po sto ji n-1 zglo bo va.
Ka ko sva ki zglob uki da tri re la ti vne kru te tra nsla ci je 
iz uslo va za je dni čkog po me ra nja čvo rne ta čke zglo ba i 
ka ko sva ki oslo nac i ukle šte nje eli mi ni šu po je dnu kru tu 
tra nsla ci ju i ro ta ci ju, za si stem mo že mo re ći da je sta bi-
lan ako su spre če na sva kru ta po me ra nja nje go vih kru tih 
te la, odno sno
 (5.10)
Znak je dna ko sti u re la ci ji  obe zbe đu je spo lja šnju 
ki ne ma ti čku pro stu sta bi lno st dok ve će i ma nje be le že 
vi še stru ku spo lja šnju sta bi lno st i la bi lno st, re spe kti vno. 
Spo lja šnje ki ne ma ti čki la bi lni si ste mi ne mo gu bi ti no-
sa či bez obzi ra na nji ho vu opštu pro stu ili vi še stru ku sta-
bi lno st. Kod ta kvih si ste ma ne ma do vo ljno spo lja šnjih 
ele me na ta ko ji bi uki nu li sva nji ho va kru ta po me ra nja 
pa se sva ili po je di na nji ho va kru ta te la po me ra ju bez 
de fo rma ci je šta po va, a što je odli ka me ha ni zma. Vi šak 
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unu tra šnjih ele me na ta či ji je broj je dnak ra zli ci  6zt − (zo 
+ zu + 3zz) či ni po je di na kru ta te la si ste ma unu tra šnje vi-
še stru ko sta bi lnim. Sa gla sno to me mo že mo izvrši ti re de-
fi  ni ci ju kru tog te la u pro sto ru kao si stem šta po va i kru tih 
uglo va ko ji su ne sa mo pro sto već i vi še stru ko unu tra šnje 
sta bi lni.
Za do vo lje na re la ci ja  ne ga ra ntu je uvek i sta bi lan si-
stem, odno sno no sač. Na i me, do vo ljan broj spo lja šnjih 
ele me na ta (oslo na ca i ukle šte nja) ni je i do vo ljan uslov 
za sta bi lno st no sa ča. Oslo nci i ukle šte nja mo ra ju bi ti i 
pra vi lno ra spo re đe ni ka ko bi se spre či la kru ta po me ra nja 
svih kru tih te la si ste ma. Vi šak od po tre bnog bro ja spo lja-
šnjih ele me na ta na je dnom kru tom te lu, sa gla sno izra zu , 
po vla či ma njak po tre bnog bro ja spo lja šnjih ele me na ta na 
ne kom ili ne kim kru tim te li ma što ih odmah či ni la bi lnim 
de lo vi ma si ste ma, odno sno me ha ni zmom.
Na sli ci 5 pri ka zan je pro sto rni si stem sa sta vljen  od 
se dam šta po va, pet kru tih uglo va, se dam oslo na ca i tri 
uklje šte nja. Šta po vi 6-2 i 6-4 sfe rnim zglbo vi ma ve za ni 
su pre ko čvo ro va 2 i 4 sa osta tkom no sa ča.  
To rzi o ne uslo vi ko mpa ti bi lno sti (5.2) mo že mo ispi sa-
ti sa mo za šta po ve 2-3 i 3-4 obzi rom da su svi pre o sta li 
šta po vi si ste ma šta po vi ti pa g  dok je štap 1-2 u čvo ru 1 
to rzi o no uklje šten. Kao re zu ltat to ga zts = 2. U sta ti čkom 
po gle du ovaj za klju čak izra ža va či nje ni cu da su mo me nti 
to rzi je šta pa  ne po zna ti sa mo u šta po vi ma 2-3 i 3-4 dok 
su u pre o sta lim šta po vi ma po zna ti iz nji ho vih ra vno te ža 
uklju ču ju ći i štap 1-2 za po zna tu vre dno st re a kci je uklje-
šte nja u čvo ru 1 oko  Z  ose. Uslov ko mpa ti bi lno sti  (5.1) 
pri dru ži će mo svim šta po vi ma si ste ma pa je zas  = zs. Na 
osno vu izra za (4.6), odno sno (5.7) za klju ču je mo da  je
 
po sma tra ni no sač  če ti ri pu ta ki ne ma ti čki vi še stru ko 
sta bi lan, odno sno sta ti čki ne o dre đen.
 Uva ža va ju ći kri tre ri jum unu tra šnje ki ne ma ti čke 
sta bi lno sti (5.8), odno sno
sle di da je no sač sa sli ke 5. a unu tra šnje ki ne ma ti čki 
pro sto sta bi lan oda kle za klju ču je mo da u ki ne ma ti čkom 
po gle du on pre dsta vlja je dno kru to te lo. Sa gla sno to me 
kri te ri jum spo lja šnje ki ne ma ti čke sta bi lno sti (5.10)
 
na vo di na za klju čak da je naš si stem če ti ri pu ta  spo-
lja šnje vi še stru ko sta bi lan, odno sno sta ti čki ne o dre đen. 
S dru ge stra ne la ko se da uo či ti da šta po vi 1-2, 2-3, 
3-4 i 4-5 za je dno sa kru tim uglo vi ma u čvo ro vi ma 2, 3 i 4 
ta ko đe za do vo lja va ju kri te ri jum unu tra šnje ki ne ma ti čke 
pro ste sta bi lno sti što zna či da oni či ne je dno kru to te lo. 
Isti za klju čak mo že mo do ne ti i u po gle du šta po va 6-2, 
6-4 i 6-7 ko ji su kru to ve za ni u čvo ru 6 oda kle sle di da 
oni de fi  ni šu dru go kru to te lo. Ja sno je onda da je ce lo ku-
pni no sač po sma tran kao je dno slo že no kru to te lo sa sta-
vljen od dva ko ja su me đu so bno zgla vka sto po ve za na u 
čvo ro vi ma 2 i 4. Bez obzi ra na broj kru tih te la kri te ri jum 
(5.10) do vo di do istih za klju ča ka, tj., 
Pre tho dne ana li ze upu ću ju na to da se pro sto sta bi lan, 
odno sno sta ti čki odre đen si stem iz da tog no sa ča mo že fo-
rmi ra ti ukla nja njem isklju či vo nje go vih spo lja šnjih ele-
me na ta (oslo na ca i uklje šte nja). Ta ko na pri mer  ukla nja-
njem oba oslo nca u čvo ru 5, je dnog od oslo na ca u čvo ru 
7 (oslo nac u pra vcu glo ba lne X ose) i uklje šte nja oko X 
ose u čvo ru 1 fo rmi ra se sta ti čki odre đen no sač, sli ka 5.b. 
Pri to me je zna ča jno na po me nu ti i sle de će. Bez obzi ra na 
broj spo lja šnjih ele me na ta na de lu no sa ča 1-2-3-4-5 (na 
pri mer vi še stru ko sta bi lan si stem sam za se be) na pre o-
sta lom de lu ko ji smo na zna či li kao dru go kru to te lo po-
tre ban je bar je dan spo lja šnji ele me nt u ci lju eli mi na ci je 
nje go ve kru te ro ta ci je oko tre nu tne ose ko ja pro la zi kroz 
čvo ro ve 2 i 4. Dru gim re či ma ne do sta tak spo lja šnjih ele-
me na ta na tom de lu či ni taj deo ne sta bi lnim bez obzi ra na 
osta tak si ste ma.
6. STA TIČKI ODRE ĐE NI PRO STO RNI SI STE MI
6.1 Si ste mi sa sta vlje ni od je dnog kru tog te la 
Si stem ko ji je sa sta vljan sa mo od je dnog kru tog te la 
ne po se du je zgla vka ste ve ze, odno sno zglo bo ve, u smi slu 
po ve zi va nja vi še kru tih te la. Da bi je dan ta kav si stem bio 
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e lne ro ta ci je         oko iste ta čke A.                su ve kto ri 
vi rtu a lne i ko na čne tra nsla ci je te la, re spe kti vno.
Naš po sma tra ni si stem bez spo lja šnjih ele me na ta u 
ki ne ma ti čkom po gle du de fi  ni še slo bo dno kru to te lo či ja 
su po me ra nja izra že na je dna či na ma (6.1) i (6.2). Do da-
va njem po tre bnog bro ja spo lja šnjih ele me na ta slo bo dno 
kru to te lo pre vo di mo u sta bi lan si stem, odno sno no sač, 
sa mo ako su eli mi ni sa ni svi nje go vi ste pe ni slo bo de po-
me ra nja kao kru tog te la. Dru gim re či ma, sta bi lnom si ste-
mu ne mo gu se do pu sti ti ni vi rtu a lna be sko na čno ma la 
kru ta po me ra nja, oda kle sle di da je
 (6.3)
Ve kto rske re la ci je (6.3) u odno su na glo ba lni De ka-
rtov ko o rdi na tni si stem no sa ča izra zi će mo u ska la rnom 
obli ku kao
 (6.4)
gde je
Na osno vu izra za (6.1), (6.3) i (6.4) la ko mo že mo za-
klju či ti da ste pe ni slo bo de po me ra nja kru tog te la pre dsta-
vlja ju tra nsla ci je  δX, δY  i δZ u pra vci ma ko o rdi na tnih 
osa kao i ro ta ci je δθX, δθY  i δθZ  oko ko o rdi na tnih osa.
Ima ju ći na umu da se eli mi na ci ja i kru tih ro ta ci ja si-
ste ma šta po va i kru tih uglo va mo že izvrši ti oslo nci ma 
dok se ukle šte nji ma ne mo gu spre ča va ti nje go ve kru te 
i spo lja šnje ki ne ma ti čki pro sto sta bi lan po tre bno i do vo-
ljno je da je broj spo lja šnjih ele me na ta u skla du sa izra-
zom , je dnak še st, odno sno
zo + zu = 6
Še st spo lja šnjih ele me na ta eli mi ni še sve kru te ste pe-
ne slo bo de po me ra nja ta kvog si ste ma.
Iz ki ne ma ti ke slo bo dnog kru tog te la (te lo bez spo lja-
šnjih ve za) je po zna to da je nje go vo kre ta nje odre đe no 
po mo ću še st ne za vi snih ge ne ra li sa nih ko o rdi na ta ko je se 
mo gu gru pi sa ti u dva ve kto ra. Prvi ve ktor pre dsta vlja tra-
nsla ci ju kru tog te la ko ja se izra ža va ve kto rom po me ra nja 
re fe re ntne ta čke, dok dru gi ve ktor sa drži sfe rno kre ta nje 
ili ro ta ci ju oko re fe re ntne (ne po kre tne) ta čke.
Izre če ni stav mo že mo za pi sa ti u obli ku  
 (6.1)
ili 
 (6.2)
gde je     vi rtu a lno a      ko na čno po me ra nje pro i zvo-
ljne ta čke kru tog te la sa ve kto rom po lo ža ja     u odno su na 
re fe re ntnu ta čku A. Ve ktor       u je dna či ni (6.2) pre dsta-
vlja ve ktor po lo ža ja po sma tra ne ta čke po sle izvrše ne ko-
na čne ro ta ci je oko re fe re ntne ta čke A, dok je     je di ni čni 
ve ktor ose ekvi va le ntnog obrta nja. θ  pre dsta vlja ugao 
obrta nja u ra vni sa no rma lom      ta ko da je              ve ktor 
ko na čne ro ta ci je kru tog te la za ra zli ku od ve kto ra vi rtu-
tra nsla ci je, ja sno je onda da tri ne za vi sne kru te tra nsla-
ci je i tri ne za vi sne kru te ro ta ci je de fi  ni šu mi ni ma lan broj 
po tre bnih oslo na ca i ma ksi ma lan broj do pu šte nih ukle-
šte nja. Sa gla sno ovom za klju čku mo gu će su sle de će ko-
mbi na ci je spo lja šnjih ele me na ta ta kvog no sa ča
Na sli ci 6 je pri ka za na nje go va va ri ja ci ja sa mo sa 
oslo nci ma kao spo lja šnjim ele me nti ma.
La ko se mo že pro ve ri ti da je ova kav si stem šta po va 
i kru tih uglo va, sa gla sno izra zu , unu tra šnje ki ne ma ti čki 
pro sto sta bi lan, tj. 5 + 2 + 2 × 4 = 3 × 6 − 6  oda kle sle di 
da u ki ne ma ti čkom po gle du de fi  ni še kru to te lo.
Tri oslo nca u čvo ru 1 či ji su pra vci osla nja nja usme-
re ni u pra vcu glo ba lnih osa si ste ma uki da ju sve tri nje go-
ve kru te tra nsla ci je. Do da va njem ve rti ka lnog oslo nca (u 
pra vcu glo ba lne Z ose) u čvo ru 5 uki da ju se i kru te ro ta-
ci je oko glo ba lne X i Y ose. Oslo nac u pra vcu glo ba lne 
X ose u čvo ru 5 eli mi ni še i kru tu ro ta ci ju oko glo ba lne 
Z ose.
Tri oslo nca u je dnom čvo ru sa ne ko li ne a rnim pra-
vci ma osla nja nja ko ji ne le že u istoj ra vni či ne taj čvor 
ne po me rlji vim. Ja sno je onda, na osno vu izra za (6.1) i 
(6.2), da u tom slu ča ju si stem šta po va i kru tih uglo va po-
sma tran kao kru to te lo mo že da se po me ra sa mo ro ta-
ci jom oko ne po kre tnog čvo ra. Ta ko đe je ja sno da su te 
ro ta ci je do pu sti ve u svim mo gu ćim, be sko na čno mno go, 
ra vni ma ko je sa drže ne po kre tan čvor. Za slu čaj si ste ma 
sa slike 6 još dva oslo nca u čvo ru 5 či ne i taj čvor ne po-
me rlji vim. Na i me, tre ći oslo nac u pra vcu Y ose u čvo ru 
5 ni je po tre ban iz pro stog ra zlo ga što ni je mo gu će kru to 
po me ra nje tog čvo ra u Y pra vcu. Do pu sti vo st ta kvog po-
me ra nja na ru ši lo bi osno vni po stu lat kru tog te la o ne pro-
me nlji vo sti ra sto ja nja izme đu dve ma ko je nje go ve ta čke, 
u uvom slu ča ju izme đu čvo ro va 1 i 5. Dve ne po kre tne 
ta čke na kru tom te lu od svih mo gu ćih ro ta ci ja oko ne po-
kre tne ta čke do pu šta ju sa mo onu ko ja se odvi ja u ra vni 
či ja je no rma la na pra vcu ne po kre tnih ta ča ka. Odno sno, 
sa mo ro ta ci ju oko ose ko ja pro la zi kroz ne po kre tne ta-
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Slika 6.-
sa je dnim ste pe nom slo bo de po me ra nja. Ja sno je da je 
ste pen slo bo de, tj. ge ne ra li sa na ko o rdi na ta ta kvog si ste-
ma vi rtu e lna ro ta ci ja oko tre nu tne ose. Me đu tim, u ovom 
kao i sli čnim slu ča je vi ma, pro blem na la že nja ne po kre tne 
ta čke i tre nu tne ose ro ta ci je ni je vi še tri vi ja lan i za hte va 
ko ri šće nje izra za (6.1) uz po što va nje gra ni čnih uslo va na 
me stu oslo na čkih ve za.
Broj oslo na ca u no sa ču mo že se sma nji ti u odno su 
na 6 uvo đe njem istog bro ja uklje šte nja. Pod uklje šte njem 
kao spo lja šnjim ele me ntom no sa ča po dra zu me va mo 
čke. Ko na čno, do da va njem ve rti ka lnog oslo nca u čvo ru 
3 spre ča va se ro ta ci ja oko ose na pra vcu čvo ro va 1-5 či-
me si stem po sta je pro sto sta bi lan no sač. Ro ta ci ja si ste ma 
oko ose 1-5 mo že se uki nu ti do da va njem sa mo je dnog 
oslo nca u ra vni X-Y u čvo ro vi ma 2 ili 6 ili pro i zvo ljnog 
oslo nca u čvo ru 4 uz uslov da nje gov pra vac osla nja nja 
ni je ko li ne a ran sa pra vcem ose obrta nja 1-5.
Na osno vu ovo ga pri me ra mo že mo za klju či ti da za 
slu čaj si ste ma ko ji je sa sta vljen od je dnog kru tog te la i 
ima sa mo oslo nce od spo lja šnjih ele me na ta, oslo nce tre-
ba ra spo re di ti bar u tri ne ko li ne a rne čvo rne ta čke. Ovaj 
za klju čak je sa gla san sa či nje ni com da je kru to te lo u pro-
sto ru ne po me rlji vo ako su ne po me rlji ve bar tri nje go ve 
ne ko li ne a rne ta čke. 
Na sli ci 7 pri ka zan je isti si stem šta po va i kru tih uglo-
va pri če mu u ni je dnom čvo ru ne po sto je tri oslo nca ko ji 
bi uči ni li taj čvor ne po me rlji vim. Dva oslo nca u čvo ru 
1 i oslo nac u Y pra vcu u čvo ru 5 spre ča va ju vi rtu e lno 
tra nsla to rno po me ra nje po sma tra nog si ste ma kao kru tog 
te la. Oslo nac u Z pra vcu u čvo ru 5 uki da kru te ro ta ci je 
oko glo ba lne X i Y ose. Do da va njem ve rti ka lnog oslo-
nca u čvo ru 3, čvor 3 po sta je ne po kre tna ta čka oko ko je 
si stem mo že da ro ti ra pri če mu tre nu tna osa ro ta ci je pro-
la zi kroz 3 i ima pra vac glo ba lne Z ose. Na kra ju, do da-
va njem oslo nca u X pra vcu u čvo ru 6 eli mi ni še se i ova 
ro ta ci ja što na vo di na za klju čak da je si stem sa sli ke 7 
ne po me rljiv, odno sno pro sto sta bi lan no sač.
Ukla nja njem ve rti ka lnog oslo nca u čvo ru 3, no sač sa 
sli ka 7 po sta je pri nu dni me ha ni zam, odno sno me ha ni zam 
uklje šten pre sek šta pa ko ji spre ča va nje go vo obrta nje sa-
mo u je dnoj glo ba lnoj, lo ka lnoj ili bi lo ko joj dru goj ra vni 
šta pa. U ki ne ma ti čkom po gle du no sa ča ko ji po sma tra mo 
kao kru to te lo u pro sto ru sva ko uklje šte nje uki da po je-
dnu vi rtu e lnu kru tu ro ta ci ju.
Za ra zli ku od si ste ma či ji su spo ljšnji ele me nti isklju-
či vo oslo nci, no sa či sa oslo nci ma i uklje šte nji ma do pu-
šta ju mo gu ćno st da svi spo lja šnji ele me nti bu du sko nce-
ntri sa ni sa mo u dva (sli ka 8a,b) a u gra ni čnom slu ča ju i u 
je dnom čvo ru (sli ka 8c). 
Za si stem sa 5 oslo na ca (sli ka 8a) do vo ljno je sa mo 
je dno uklje šte nje ko je spre ča va obrta nje uklje šte nog pre-
se ka u glo ba lnoj XZ ili YZ (ili ma ko joj dru goj  izu zev 
glo ba lnoj XY) ra vni za fo rmi ra nje pro sto sta bi lnog no sa-
ča. Ka ko tre nu tna osa ro ta ci je le ži u XY ra vni i pro la zi 
kroz čvo ro ve 1 i 5 eli mi na ci ja vi rtu e lne kru te ro ta ci je po-
sti že se uki da njem ma ko je nje ne ve kto rske ko mpo ne nte 
u ra vni XY ko ja ni je ko li ne a rna sa tre nu tnom osom ro ta-
ci je. Si stem sa 4 oslo nca (slika 8b) do pu šta dve ne za vi-
sne vi rtu e lne kru te ro ta ci je či je tre nu tne ose pro la ze kroz 
čvor 1 i ima ju pra vac glo ba lne Z ose i pra vac čvo ro va 1 i 
5. Dva uklje šte nja u čvo ru 5 su do vo ljna da uki nu obe po-
me nu te ro ta ci je i pre ve du si stem u pro sto sta bi lan no sač. 
Je dno uklje šte nje ima isti ka ra kter kao i u pre tho dnom 
slu ča ju dok dru go spre ča va obrta nje šta pa oko svo je ose 
u čvo ru 5. Ko na čno, slu čaj no sa ča sa sli ke 7c po znat je i 
kao pro sto rna ko nzo la.
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Slika 8.-
ci jom ko ja pro la zi kroz oslo na čke čvo ro ve 1 i 2. Dru go 
kru to te lo ima če ti ri oslo nca ko ja mo gu bi ti ra spo re đe na: 
tri u je dnoj i je dan u dru goj oslo na čkoj ta čki ili po dva 
oslo nca u obe oslo na čke ta čke. I u je dnom i u dru gom 
slu ča ju ova kvo te lo sa mo za se be pre dsta vlja me ha ni-
zam sa dva pa ra me tra po me ra nja ko ji ni su ni šta dru go 
do ne za vi sne ro ta ci je oko tre nu tnih osa. U prvom slu ča ju 
te lo II ima ne po kre tnu ta čku (čvor 3) što ima za po sle-
di cu da tre nu tne ose pro la ze kroz čvor 3 i ima ju pra vac 
3-4, odno sno pra vac oslo nca u čvo ru 4 (sli ka 9). Ka ko 
obe tre nu tne ose pro la ze kroz čvor 3 ja sno je da nji ho-
6.2 Si ste mi sa sta vlje ni od dva kru ta te la 
Si ste mi ko ji su fo rmi ra ni zgla vka stim spa ja njem dva 
kru ta te la sa mo u je dnom čvo ru ima ju je dan zglob kru tih 
te la, oda kle sle di  da je nji ho va spo lja šnja ki ne ma ti čka 
pro sta sta bi lno st obe zbe đe na ako je uku pan broj oslo na ca 
i uklje šte nja je dnak
zo + zu =  6  × 2 × 3  − 1 = 9
Uva ža va ju ći ana li ze iz pre tho dnoh ode ljka ni je te ško 
po ka za ti da su mo gu će sle de će ko mbi na ci je bro ja oslo-
na ca i uklje šte nja
pri če mu su prvi i po sle dnji slu čaj gra ni čni sa ma ksi-
ma lnim bro jem oslo na ca i ma ksi ma lnim bro jem uklje šte-
nja. 
Mi ni ma lan broj oslo na čkih ta ča ka za slu čaj va ri ja nte 
si ste ma sa mo sa oslo nci ma je če ti ri, pri če mu dve oslo na-
čke ta čke pri pa da ju prvom a dve dru gom te lu. Na je dnom 
te lu broj oslo na ca je pet a na dru gom če ti ri, ili še st na 
je dnom i tri na dru gom. Ana li zi ra jmo na jpre prvi po me-
nu ti slu čaj.
Ono kru to te lo ko me je pri dru že no pet oslo na ca ima 
ja sno de fi  ni sa nu ne po kre tnu ta čku obzi rom da je u je dnoj 
oslo na čkoj ta čki broj oslo na ca tri a u dru goj dva. Izo lo va-
no po sma tra no, ta kvo te lo u ki ne ma ti čkom po gle du pre-
dsta vlja pri nu dni me ha ni zam sa slo bo dnom kru tom ro ta-
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Slika 9.-
vi pra vci fo rmi ra ju je dnu ra van. Sto ga je zna ča jno ista ći 
da sva ka pra va ko ja pro la zi kroz čvor 3 i le ži u toj ra vni 
ta ko đe pre dsta vlja tre nu tni osu ro ta ci je te la II. Me đu tim 
sve ta kve vi rtu a lne kru te ro ta ci je ko jih ima be sko na čno 
mno go ni su ni šta dru go do li ne a rna ko mbi na ci ja prve dve 
(ma ko je dve ne ko li ne a rne) ko je su li ne a rno ne ya vi sne. 
Va ri ja ntno re še nje sa po dva oslo nca ta ko đe za je dnu tre-
nu tnu osu ima pra vac 3-4 dok se dru ga na la zi u pre se ku 
ra vni ko je fo rmi ra ju oslo na čki pra vci u čvo ro vi ma 3 i 4.
Ro ta ci je te la I i II oko nji ho vih tre nu tnih osa su mo-
gu će sa mo onda ako obe zbe đu ju isto po me ra nje za je dni-
čke čvo rne ta čke, odno sno zglo ba g. Ovaj uslov je ispu-
njen ako su ra vni ko je fo rmi ra ju tre nu tne ose te la i zglob 
g me đu so bno pa ra le lne. U tom slu ča ju si ste ma sa sli ka 9 
na la zi se u kri ti čnoj ko nfi  gu ra ci ji, dok za sve dru ge ko nfi -
gu ra ci je pre dsta vlja pro sto sta bi lan no sač.
Še st oslo na ca na je dnom te lu sa dve oslo na čke ta čke 
či ni obe ta čke ne po kre tne kroz ko je uje dno pro la zi i mo-
gu ća tre nu tna osa ro ta ci je (sli ka 10). Za tri oslo nca na 
dru gom te lu ko ji su ra spo re đe ni u dve oslo na čke ta čke 
pre tpo sta vlja mo da le že na ne ko li ne a rnim pra vci ma pri 
če mu se ti pra vci ne se ku u istoj ta čki.  Ako se oslo na-
čki pra vci sva tri oslo nca se ku u je dnoj ta čki onda je u 
ki ne ma ti čkom po gle du te lo II ide nti čno te lu sa je dnom 
oslo na čkom ne po kre tnom ta čkom ko ja mo že bi ti re a lnog 
(pri pa da te lu kao čvo rna ta čka) ili ima gi na rnog (ne pri pa-
da te lu) ka ra kte ra. Za slu čaj tri oslo nca u istom čvo ru, te-
lo II ima tri ne za vi sne vi rtu e lne kru te ro ta ci je či je tre nu-
tne ose pro la ze kroz ne po kre tni čvor. Ta kav si stem ula zi 
u kri ti čnu ko nfi  gu ra ci ju ako je ra van tre nu tne ose ro ta ci je 
te la I i zlo ba g pa ra le lna sa ra vni ko ja na sta je od be sko na-
čno mno go mo gu ćih osa ro ta ci je te la II i zglo ba g. 
Slika 10.-
Ako se  oslo na čki pra vci ne se ku u je dnoj ta čki te-
lo II ta ko đe ima be sko na čno mno go ro ta ci ja od ko jih su 
sa mo tri me đu so bno li ne a rno ne za vi sne. Prve dve le že u 
ra vni ko ju de fi  ni šu pra vci čvo ro va 3-4 i oslo nca u čvo-
ru 4. Tre nu tna osa tre će ne za vi sne vi rtu a lne ro ta ci je le ži 
u ra vni oslo na čkih pra va ca čvo ra 3 i pro la zi kroz ta čku 
ne po zna te re a kci je ve za u sfe rnom zglo bu g. Pre se čne si-
le u svim pre se ci ma svih šta po va mo ge se odre di ti na već 
po zna ti na čin u skla du sa te o ri jom pro sto rnog šta pa.
Na osno vu pre tho dnih ana li za na kra ju že li mo da ista-
kne mo či nje ni cu da ni je mo gu će fo rmi ra nje pro sto rnog 
no sa ča od je dnog ili dva kru ta te la ko ji za spo lja šnje ele-
me nte ima sa mo oslo nce ra spo re đe nih u dva oslo na čka 
čvo ra. Dru gim re či ma ni je mo gu ća pro sto rna ge ne ra li-
za ci ja ra va nkih no sa ča si ste ma pro ste gre de i lu ka na tri 
zglo ba.
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pro do ra oslo na čkog pra vca čvo ra 4 i te ra vni. Kao i u 
pre tho dnim slu ča je vi ma i ova kav si stem ula zi u kri ti čnu 
ko nfi  gu ra cju na po tpu no isti na čin. Za si tem ko ji ima še st 
oslo na ca ra spo re đe nih u tri ne ko li ne a rne ta čke na te lu I 
i tri oslo nca u je dnoj ta čki na te lu II mo že mo re ći da je 
uvek ne sta bi lan. U tom slu ča ju te lo I je sta bi lno sa mo za 
se be što ima za po sle di cu da se u odsu stvu spo lja šnjih 
uti ca ja ni je dan nje gov čvor ne po me ra uklju ču ju ći i zglob 
g. Kao re zu ltat to ga to ga te lo II ima dve ne po kre tne ta čke 
(oslo na čki čvor i zglob g) či ji se pra vac po kla pa sa nje go-
vom tre nu tnom osom oko ko je mo že slo bo dno da ro ti ra 
ne za vi sno od spo lja šnjih uti ca ja. Dru gim re či ma te lo I je 
uvek sta bi lno do ke je te lo II uvek pri nu dni me ha ni zam 
pa sto ga ce lo ku pni si stem ne mo že da bu de no sač. De vet 
oslo na ca sa pet i vi še oslo na čkih ta ča ka na si ste mu pri 
če mu je mi ni ma lan broj oslo na čkih čvo ro va na je dnom 
te lu dva pre dsta vlja uvek sta bi lno re še nje. Va ri ja nte sa 
uklje šte nji ma de fi  ni šu sta bi lne si ste me sa ma njim bro jem 
čvo ro va u ko ji ma su ra spo re đe ni spo lja šnji ele me nti ko ji 
u gra ni čnom slu ča ju mo že da bu de dva. Ta kav si stem na 
je dnom te lu ima tri oslo nca i tri uklje šte nja dok na dru-
gom ima dva oslo nca i je dno uklje šte nje.
Re a kci je oslo na ca i uklje šte nja pro sto rnog si ste ma 
sa sta vlje nog od dva te la odre đu je mo nje go vom de ko-
mpo zi ci jom ispi su ju ći po še st uslo va ra vno te že za sva ko 
te lo po na o sob.  Ta kvih dva na e st je dna či na ko je su me đu-
sbno li ne a rno ne za vi sne su po tre bne i do vo ljne da odre de 
de vet ne po zna tih re a kci ja spo lja šnjih ele me na ta kao i tri 
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Prof. dr Ne bo jša Đu ra no vić, di pl.ing.građ.1
ANA LI ZA TE HNI ČKE RE GU LA TI VE 
U OBLA STI ISPI TI VA NJA KO NSTRU KCI JA
Re zi me
Ci lj ovog te ksta je da si ste ma ti čno pri ka že i ana li zi ra 
tre nu tno sta nje re gu la ti ve po ko joj se vrše ispi ti va nja ko-
nstru kci ja u na šoj ze mlji i bli skom okru že nju. Rad, sem 
to ga, da je i upo re đe nja na ših sa vo de ćim pro pi si ma iz 
ove obla sti u Ve li koj Bri ta ni ji i SAD. 
Na ovom mje stu ne će se obra đi va ti te hni čka re gu la ti -
va ko ja se ti če de fe kto sko pi je ko nstru kci ja, tj. pro ce du re 
i po stu pci ispi ti va nja sta nja ma te ri ja la u ko nstru kci ji.
Čla nkom je na pra vljen po ku šaj da se izdvo je gla vne 
ka ra kte ri sti ke po stu pa ka, bez obzi ra da li se tra že (ili pre-
po ru ču ju) sa mo u je dnom ili u vi še ci ti ra nih do ku me nta 
iz ove obla sti.
Klju čne ri je či: ispi ti va nje ko nstru kci ja, pro ce du re, 
po stu pci, opre ma, te hni čka re gu la ti va 
ANA LYSIS OF THE STA NDA RDS IN THE FI E LD 
OF STRU CTU RAL TE STI NG 
AND INVE STI GA TI ON
Abstra ct
This arti cle ai ms to impa rti a lly re vi ew and ana lyze 
cu rre nt sta te of the te chni cal sta nda rds and re co mme nda-
ti o ns used for te sti ng and expe ri me ntal inve sti ga ti on of 
the ci vil engi ne e ri ng stru ctu res, in this and ne i ghbo ri ng 
co u ntri es. Also, it co mpa res do me stic wi th le a di ng Bri ti-
sh and Ame ri can sta nda rds from this fi  e ld. 
This pa per do es not tre at te chni cal sta nda rds used for 
the exa mi na ti on of the co nsti tu e nt ma te ri a ls of the stru-
ctu res, inclu di ng the sta te of the ma te ri al in the stru ctu re 
itse lf.
The paper ai ms to po i nt out the ma in fe a tu res of the 
re le va nt te sti ng pro ce du res, re ga rdle ss we a ther they ha-
ve be en pre scri bed by one or mo re sta nda rds from this 
area.
Key wo rds: stru ctu ral te sti ng, pro ce du res, pra cti ce, 
instru me nta ti on, te chni cal sta nda rds 
1. UVOD
Ispi ti va nje no vih i po sto je ćih ko nstru kci ja u na šoj i 
ze mlja ma ne po sre dnog okru že nja (bi vša SFRJ) se vrši 
1  Građevinski fakultet u Podgorici
 Rad primljen septembra 2009.
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